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Abstract. We express some basic properties of Deninger's conjectural dy- 
namical System in terms of morphisms of topoi. Then we show that the 
current définition of the Weil-étale topos satisfies thèse properties. In par- 
ticular, the fiow, the closed orbits, the fixed points of the flow and the 
foliation in characteristic p are well defined on the Weil-étale topos. This 
analogy extends to arithmetic schemes. Over a prime number p and over 
the archimedean place of Q, we define a morphism from a topos associated 
to Deninger's dynamical System to the Weil-étale topos. This morphism is 
compatible with the structure mentioned above. 

Introduction 

C. Deninger a développé un formalisme cohomologique conjectural permet- 
tant une interprétation cohomologique des fonctions L motiviques et des fonc- 
tions zêta de schémas arithmétiques. L'existence d'une telle cohomologie per- 
mettrait de prouver les grandes conjectures relatives à ces fonctions L. Deninger 
a ensuite montré que certains systèmes dynamiques munis de feuilletages possè- 
dent une cohomologie analogue. Il a finalement suggéré l'existence d'un certain 
système dynamique feuilleté fonctoriellement attaché à un schéma arithmétique, 
donnant lieu à la cohomologie de type géométrique attendue. Les propriétés de 
ce système dynamique ont été étudiées dans une série d'articles (cf. [2j, [3j, [4], 
[5], [6]). La construction de tels systèmes dynamiques fonctoriellement attachés 
aux anneaux d'entiers de corps de nombres par exemple, fait toujours défaut. 

D'autre part, Lichtenbaum a conjecturé dans |12) l'existence d'une cohomolo- 
gie, issue d'un certain topos Weil-étale, permettant d'exprimer les valeurs spé- 
ciales des fonctions L motiviques et des fonctions zêta de schémas arithmétiques. 
Une telle cohomologie sera dite de type arithmétique. Nous disposons actuelle- 
ment d'une définition provisoire du topos Weil-étale d'un schéma arithmétique 
(cf. |12| et |9]). En suivant le point de vue de |10| , un topos doit être pensé 
comme un espace topologique généralisé. Le but de cet article est de montrer 
que certaines propriétés de base du système dynamique de Deninger (flot, or- 
bites fermées, points fixes et feuilletage en caractéristique p) sont satisfaites par 
le topos Weil-étale tel qu'il est défini dans [9]. 

Dans la deuxième et la troisième section de cet article, nous étudions le lien 
existant entre le gros topos Weil-étale Y\y et le système dynamique conjecturale- 
ment associé à une variété Y sur un corps fini k = ¥q. Il est pour cela nécessaire 
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de traduire les propriétés de ce système dynamique en termes de topos. On 
montre que le topos Weil-étale est muni d'une projection 

Yw ^ Bw^ ^ 5(M,M//o5(g)Z) 

sur le topos associé à l'espace homogène M./log{q)7j. Cette projection est M- 
équivariante, en ce sens qu'elle est définie au-dessus de B^. Une feuille, définie 
comme la fibre du morpliisme p au-dessus d'un point du cercle u G M/log{q)'Ij, 
est équivalente au topos étale (légèrement modifié) associé au schéma Y := 
Y Xk k. Un point fermé f de y fournit une inclusion fermée, à nouveau au- 
dessus de B^, du topos associé à ]S./log{N{v))Z dans le topos Weil-étale. En 
supposant que ce système dynamique puisse être fonctoriellement attaché à Y, 
nous montrons que l'on peut lui associer un topos muni d'un morphisme canon- 
ique dans le topos Weil-étale. Ce morphisme est alors compatible à l'action de 
M, aux orbites fermées ainsi qu'au feuilletage (cf. Théorème I3.1ip . 

Dans la quatrième et la cinquième section, nous considérons l'anneau d'entiers 
Ok d'un corps de nombres, le topos Weil-étale Xw (défini dans |12| et [9]) et 
le système dynamique conjecturalement associé à X = Spec{OK)- Ce dernier 
devrait être un espace laminé de dimension trois, muni d'un feuilletage, lui- 
même compatible à l'action du groupe M. Une place finie du corps de nombres 
K de norme N(v) devrait correspondre à une orbite fermée du flot de longueur 
log{N{v)), alors qu'une place archimédienne correspondrait à un point fixe. On 
exprime le flot, les orbites fermées et points fixes de ce système dynamique en 
termes de morphismes de topos (cf. Théorème 14.2p . que l'on observe ensuite 
sur le topos Weil-étale Xw- Cette étude permet d'interpréter le morphisme 
canonique 

f : Xw -Br 

comme un flot (cf. Section [7j. Si v est une place finie de K de norme N(v) 
(respectivement une place archimédienne), alors le topos Weil-étale Xw possède 
une orbite fermée de longueur log{N{v)) (respectivement un point fixe). 

Dans la sixième section, nous étendons cette analogie aux schémas arithmé- 
tiques de dimension supérieure. Soit X un schéma connexe, régulier, plat et 
propre sur Spec{Z). On définit un morphisme de la fibre du système dynamique 
conjecturalement associé à X dans la fibre du topos Weil-étale Â\y défini dans 
[9], au dessus d'un point fermé p G Spec{'L) et au-dessus de la place archimédi- 
enne cx) de Q. 

Le topos que l'on associe dans ce travail au système dynamique de Deninger 
est particulièrement simple et maniable. En contrepartie, il réduit ce système 
dynamique feuilleté à un espace topologique muni d'une action continue de M, 
et il n'est pas nécessairement connexe sur T. Malgré ses défauts, cette définition 
retient suffisamment d'information pour observer le flot, les orbites fermées, les 
points fixes et le feuilletage en caractéristique p. 

Remerciements. Je tiens à remercier Christopher Deninger, Matthias Flach, 
Luc lUusie, Masanori Morishita et Frédéric Paugam pour leurs commentaires. 
Je suis aussi très reconnaissant envers Masanori Morishita pour son hospitalité. 
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1. Préliminaires 

1.1. Topos. Nous rappelons dans cette section quelques notions simples (issues 
de lini IV) concernant les topos et leurs morphismes, que nous utiliserons tout 
au long de ce travail. 

Soit C une catégorie munie d'une topologie de Grothendieck J. On note 

(C, J) la catégorie des faisceaux d'ensembles sur le site (C, J) (nous passons les 
questions d'univers sous silence). Un topos est une catégorie S équivalente à une 

catégorie de la forme (C, J). Les axiomes de Giraud donnent une caractérisation 
des topos (cf. [TU] IV. 1). Un morphisme de topos f : S' S est la donnée d'un 
couple de foncteurs adjoints /* : 5 — t- 5' et /* : 5' — )• S, de sorte que l'adjoint 
à gauche /* de f^, soit exact à gauche. Rappelons qu'un foncteur est exact à 
gauche s'il commute aux limites projectives finies (i.e. s'il préserve l'objet final 
et s'il commute aux produits fibrés). 

Un site (C, J) est dit exact à gauche si les produits fibrés et un objet final exis- 
tent dans C, et si J est moins fine que la topologie canonique. Cette dernière con- 
dition signifie simplement que les préfaisceaux représentables y{X) := Homc{ — , X) 
sont des faisceaux. Si {C, J) est un site exact à gauche alors le foncteur 

envoyant X sur y{X), est pleinement fidèle. C'est le plongement de Yoneda. 
Ce foncteur commute par définition aux limites projectives quelconques. En 

particulier, l'objet final de (C, J) est le faisceau représenté par l'objet final de 
C. 

Soient (C, J) et (C, J') deux sites exacts à gauche. Un morphisme de sites 
exacts à gauche f* : (C, J) — )■ (C, J') est un foncteur /* exact à gauche qui 
est de plus continu (une famille couvrante dans C est envoyée sur une famille 
couvrante dans C"). Un tel morphisme de sites exacts à gauche induit un mor- 
phisme de topos (cf. un] IV.4.9.2) 

/:= (/*,/,) :(CV^)^('crjj 

Soient S et S' deux topos et soit /* : 5 — > 5' un foncteur commutant aux 
limites projectives finies et aux limites inductives quelconques. Alors il existe 
(essentiellement) un unique morphisme de topos f : S' ^ S dont l'image inverse 
est /*. Par exemple, soit S un topos et X un objet de S. Alors S/X est un 
topos, que l'on appelle topos induit. Le foncteur changement de base 

S S/X 

F I — > F yiX 

commute aux limites projectives et inductives quelconques (car ces limites sont 
universelles dans S). On obtient un morphisme 

S/X S 

que l'on appelle morphisme de localisation. 

Un morphisme de topos i : S' ^ S est un plongement si l'image directe 
est pleinement fidèle. Une sous-catégorie f de 5 est un sous-topos lorsqu'il 

existe un plongement i : 5' ^ <S tel que £ soit l'image essentielle de i*. En 
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d'autre termes, un sous-topos f de <S est une sous-catégorie strictement pleine 
telle que le foncteur d'inclusion £" — )• 5 est l'image directe d'un morphisme de 
topos, i.e. telle que le foncteur d'inclusion admette un adjoint à gauche qui 
est exact à gauche. Soit f : £ S un morphisme. Alors il existe un unique 
sous-topos Im{f) de S tel qu'il y ait une factorisation £ — t- Im{f) S où 
f : £ Im{f) est surjectif, i.e. /* est fidèle. Le sous-topos Im{f) de S est 
l'image du morphisme f. 

Soit S un topos et U un sous-objet de l'objet final de S. Alors on dit que 
le morphisme j : S/U — > S est un plongement ouvert. Le sous-topos fermé 
complémentaire est la sous-catégorie strictement pleine F de 5 constituée des 
objets X de S tels que j*X est l'objet final de S/U. Un plongement fermé 
est un morphisme i : £ ^ S tel que i^: induise une équivalence de £ sur un 
sous-topos fermé de S. 

Nous dirons qu'un diagramme de topos 



est un puU-back lorsqu'il est commutatif et 2-cartésien (cf. |10) IV. Proposi- 
tion 5.11). Un tel diagramme commutatif est 2-cartésien précisément lorsque 
le morphisme £' S' Xg £ est une équivalence, où S' £ est un 2-produit 
fibré (les 2- produits fibrés existent dans la 2-catégorie des topos). Considérons 
un pull-back comme ci-dessus tel que i : £ ^ S soit un plongement fermé (resp. 
ouvert). Alors i' : £' ^ S' est un plongement fermé (resp. ouvert). En par- 
ticulier, l'image inverse d'un sous-topos fermé (resp. ouvert) est un sous-topos 
fermé (resp. ouvert). Le sous-topos Im{i') est l'image inverse du sous-topos 
Im{i) par le morphisme f : S' ^ S. 

Le lecteur peu familier avec la théorie des topos pourra voir un topos simple- 
ment comme un espace topologique généralisé, un morphisme de topos comme 
une application continue, un morphisme de localisation comme un homéomor- 
phisme local, un plongement comme l'immersion d'un sous-espace topologique, 
un plongement ouvert (resp. fermé) de topos comme un plongement plongement 
ouvert (resp. fermé) d'espaces et un 2-produit fibré de topos comme un produit 
fibré d'espaces topologiques. 

1.2. Le gros topos d'un espace topologique. Soit {Top, Jouv) le site con- 
stitué de la catégorie des espaces topologiques, munie de la topologie engendrée 
par la prétopologie des recouvrements ouverts : {Xi X,i £ 1} G Cov{X) 
si X = Ujg/Xj est un recouvrement ouvert. On note la topologie sur Top 
engendrée par la prétopologie des recouvrements admettant des sections locales 
: {Xi — 7- X, i G /} G Cov{X) si pour tout x G X, il existe z G /, un voisinage 
ouvert X & U C X et une section continue U — )• Xj de la flèche Xj — > X au- 
dessus de U. Ces deux topologies sont en fait les mêmes (i.e. J'ig = Jouv) et 
nous désignons par T le topos des faisceaux sur le site [Top, Jouv)- Soit X un 
espace topologique. Il représente un faisceau y{X) = HomTopi—,^) le site 
{Top, J'ouv)- On considère alors la catégorie T/y[x) des objets de T au-dessus 



£' 



£ 
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de y{X). On définit la topologie J^ouv des recouvrements ouverts sur la catégorie 
Top/ X des espaces topologiques au-dessus de X. Alors on a une équivalence 

T/y{X) - {Top/x,Jouv) 

où {Top/ XtJouv) désigne la catégorie des faisceaux d'ensembles sur le site 

(Top/x, J^ouv)- Le topos TOP{X) := (Top/ x^ Jouv) est le gros topos de l'espace 
X (cf. [lOj IV. 2. 5). En particulier, T / yi^x) ^st un topos, équivalent au gros topos 
de l'espace X. 

Définition 1.1. On note 

S{X) := T/y^x) ^ TOP{X) 

le gros topos de l'espace X. 

On note Sh{X) la catégorie des espaces étalés sur X. On a alors un mor- 
pliisme 

S{X) Sh{X), 

qui possède une section, et ces deux topos sont cohomologiquement équivalents 
(cf. un] IV.2.5). 

1.3. Le gros topos d'un espace muni de l'action d'un groupe topologique. 

Soit G un groupe topologique. Le plongement de Yoneda étant exact à gauche, 
le groupe topologique G représente un groupe y{G) de T, i.e. un faisceau de 
groupes sur {Top, Jouv)- 

Définition 1.2. Le topos classifiant Bq du groupe topologique G est défini 
comme la catégorie des objets de T munis d'une action à gauche de y (G). 

Un objet de Bq est donc un faisceau d'ensembles J- sur {Top, Jouv) i tel que 
pour tout espace T de Top, on ait une action 

HomTop{T, G) X T{T) T{T) 

fonctorielle en T. Soit Top'^ la catégorie des espaces topologiques sur lesquels 
G opère continûment. La topologie (encore notée Jg) des recouvrements ad- 
mettant des sections locales est définie comme la topologie induite sur Top^ par 
le foncteur d'oubli Top^ Top. Le plongement de Yoneda définit un foncteur 
pleinement fidèle 

Top^ — > Bq. 

Via ce foncteur, Jg est la topologie induite par la topologie canonique de Bq et 
Top*^ est une sous-catégorie génératrice de Bq- On en déduit une équivalence 
de topos 

Bg {Top^;Jis). 

Soit maintenant {G, Z) une action continue du groupe topologique G sur un 
espace Z. L'objet y {G, Z), défini par le plongement de Yoneda, est un objet de 
Bg- On peut donc définir le topos induit S{G,Z) := BG/y{G,z)- D'après ( [TU] 
III Proposition 5.4), on a une équivalence 

S{G,Z) := BG/yiG,z) ^ {Top''/^G,zy,J) 



6 BAPTISTE MORIN 

OÙ J est la topologie induite par Ji^ sur TojP via le foncteur 

qui consiste à oublier la flèche sur (G, Z). Cette topologie J est donc induite 
par la topologie des sections locales sur Top. On la note à nouveau Jig. 

Proposition 1.3. Le site {Top^ / (^q^z)i J^ls) ^st un site pour le topos S{G, Z) := 

BG/y{G,Z)- 

Dans la suite, on appelle S {G; Z) := Bq/ yi^Q.^) le topos des gros G-faisceaux 
sur Z. Cette terminologie se justifie par le fait qu'un objet de S{G; Z) est donné 
par un objet T de T/y(^z) muni d'une action de y{G) telle que le diagramme 

y{G)xT ^jr 



y{G)xy{Z) ^ y{Z) 

soit commutatif. L'équivalence 

r/yiz) ■■= {T^is)/yiz) - {T(^Jis) = TOP{Z), 

où TOP{Z) désigne le gros topos de l'espace topologique Z (cf. |10) IV. 2. 5), 
montre alors que T est un gros faisceau sur Z muni d'une action de G compatible 
à celle définie sur Z. 

Définition 1.4. Le topos des gros G-faisceaux sur Z est le topos induit 

S{G;Z) := Bc/y^G^Z) ^ {Top'^ / {G,z), Jis) 

Cette définition sera utilisée en particulier dans la situation suivante. Lorsqu'un 
espace Z est muni d'une action continue de du groupe M, on note 

5(M;Z) := BmA,(M;Z) ^ iTop'^/{R,Z),Jls)- 
On utilisera aussi le topos suivant. 

Définition 1.5. Soit G un groupe discret ou profini. Le petit topos classifiant 
Bq^ est la catégorie des ensembles sur lesquels le groupe G opère continûment. 

2. Le système dynamique en caractéristique positive 

Soit Y un schéma lisse, séparé et de type fini sur un corps fini k = ¥q. On note 
d = dimiY). La donnée de Y est équivalente à celle du couple (y = y (8) fc; 
où (/?^^ = F ^ Ld-j: avec F le Frobenius absolu de Y. Alors l'ensemble des points 
fermés Y^ de Y est en bijection avec celui des orbites finies o de l'ensemble 
Y{k), des /c-points de Y sous l'action de tp. Si le point fermé y G Y^ correspond 
à l'orbite o, alors 

_ log{N{y)) = \o\logiq). 

Le couple {Y;ip) peut être vu comme l'analogue d'un couple (N, (/?), où N est 
un espace de dimension 2d, dont ip est un automorphisme. Plus précisément, 
N est un espace laminé compact de la forme décrite dans [13j Définition 2. En 
particulier, il existe un espace totalement discontinu O tel que N soit localement 
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homéomorphe à un produit U xT,où D CC^ est un ouvert non-vide et T C fl 
est ouvert. N est donc de dimension topologique 2d. On note Wk le groupe 
{if^} et 

Wk m; 

(/? I — > q 

le morpliisme canonique. En suivant C. Deninger |7| et E. Leiclitnam [13] Hy- 
pothesis 1, l'action de sur N permet de définir une action de M sur un espace 
M de dimension 2d+l. En effet, opère sur le produit M*^ x N par la formule 
(cf. LIOJ IV.4.5.1) 

pour G Z, tt € et n € N. Autrement dit, l'action de Wk se fait à droite 
sur N et à gauche sur M. On définit alors le quotient 

M := (m; X N)/Wk. 

Le groupe M opère sur M par la formule (/>*[ii; n] = [e*n; n]. Dans cette situation, 
les orbites fermées 7 de l'action de M sur M correspondent bijectivement aux 
orbites finies de N sous l'action de Wk = {f^}- La longueur d'une telle orbite 
est donnée par l{'y) = \o \ log{q). D'autre part, la projection canonique 

p : M = (m; X ^)/Wk ^\/Wk 

est M-équivariante, lorsque M ~ opère naturellement sur l'espace homogène 
W_^/Wk- Les fibres Tu '■= P~^{{û}) de p définissent un feuilletage T de codi- 
mension 1 sur M compatible à l'action de M. Explicitement, les feuilles de 
sont les images des immersions fermées 

N — ^ M 
n I — > [u; n] 

pour u € M^. Les trajectoires du flot sont partout perpendiculaires aux feuilles. 
Dans cette section, nous traduisons la situation décrite ci-dessus en termes de 
topos. Nous adoptons une notation additive (via le logarithme ~ M). 

2.1. Le système dynamique associé à un corps fini. Soient Fç un corps 
fini et Fg/F^ une clôture algébrique. En suivant Deninger, on associe à Spec{¥q) 
le système dynamique M/log{q)M où M opère par translations à gauche (cf. |3] 
2.7). 

Théorème 2.1. Le fondeur a* qui associe le système dynamique M./log{q)7j 
au corps fini ¥q induit le morphisme de topos 

a : Bw^^ — > B'^^ 

donné par la flèche canonique W^^ — )■ Gp, • 

DÉMONSTRATION. On note 



Mq := (M,M//off(ç)Z) 
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le système dynamique associé à F^. La clôture algébrique Fg/F^ correspond 
à un point marqué sur M^. Une extension finie F^n /Fg de degré n induit un 
morphisme M-équivariant 

R/log[q'')'L — > R/log{q)Z. 

Cette flèche est d'ailleurs un revêtement étale de degré n. On note W-^^ l'image 
dans M du groupe de Weil de ¥q. Alors Mg est l'espace homogène (R,M/Wp^), 
avec Wf^ = log{q)'L C M. On considère le foncteur suivant : 

(1) Etspec{^^) ^ Gf, - Set! ^W^^-Set^ Bw,^ ^ B^/yiM^) 

Ci-dessus, l'équivalence entre la catégorie -Et5'pec(Fg) des S'pec(Fq)-schémas étales 
et la catégorie des -ensembles finis Gy^ — Set/ est donnée par la clôture 
algébrique Fg/Fg. La catégorie W^^^ — Set est celle des ensembles munis d'une 
action du groupe de Weil Wf, • Le foncteur G^^ — Set/ — Set est induit 

par le morphisme canonique Wf, Gf, Le foncteur Wf^ — Set — )• -Bwf^ envoie 
un V^Fq-ensemble E sur le faisceau de By/^ représenté par le WFg-espace discret 
E. Enfin, l'équivalence .BvFf — B'^/yiWiq) est donnée dans |10j IV. 5. 8 (voir aussi 
la section [22] ci-dessous). L'image essentielle du foncteur ([T]) est contenue dans 
la sous-catégorie pleine 

Top^/m, B^/y{mg). 
Le foncteur défini ci-dessus est de la forme suivante : 

a* : Etspec(¥g) — > Top^/ug 

SpecÇFgn^ X ... X ¥qns) l > M^n^ \J ... ]jMgn, 

Ce foncteur est exact à gauche, puisqu'il préserve l'objet final et les produits 
fibrés. Un recouvrement étale de Etgp^^çp^^ est envoyé sur un recouvrement 
de Top^/m pour la topologie des sections locales, puisqu'un étalement (i.e. 
un homéomorphisme local) admet des sections locales au-dessus de son image. 
Ainsi, le foncteur 

a* : {Etspec{¥q)]Jet) > (Top^/Mq'iJls) 

est un morphisme de sites exacts à gauche, puisqu'il est continu et exact à 
gauche. On en déduit l'existence d'un morphisme de topos 

a : {Top^/Mg', Jls) > {Etspec{¥q)',Jet)- 

A nouveau d'après |!T0| III Proposition 5.4 et |10| IV. 5. 8, on a les équivalences 

{Top^/Mg;Jls) ~ -BM/y(]R,]R/WF^) - ^Wwg- 

De plus, le topos étale de Spec{¥q) s'identifie à la catégorie des ensembles sur 
lesquels le groupe de Galois Gf^ opère continûment, une clôture séparable ¥q/¥q 
ayant été choisie. En d'autres termes, on a une équivalence 



{Etspec(Fg);Jet) ^ -Bg™ , 
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OÙ Bq^^ est le petit topos classifiant du groupe profini G^^- On obtient le 
morphisme 

□ 

Le résultat précédent établit un lien entre l'idée de Deninger, consistant à 
voir un corps fini comme le système dynamique Mg, et celle de Lichtenbaum qui 
consiste à remplacer le groupe de Galois d'un corps fini par son groupe de Weil. 
Le topos Weil-étale Byy^ de Spec{¥q) est précisément le gros topos associé à 
l'espace homogène Mg = R/log{q)'L. 

2.2. L'équivalence S{Wk;^) ~ iS(M;M). Nous reprenons les notations de 
l'introduction de cette section [2] 

Proposition 2.2. Les topos S{Wk',^) et iS(M;M) sont canoniquement équiva- 
lents en tant que topos sur B^. 

DÉMONSTRATION. Le morphisme / : Wk = Wf, — ^ définit un morphisme de 
topos classifiants Bi : Bw^ — > B^. Le pull-back Bf est défini par restriction du 
groupe d'opérateurs, il commute aux limites inductives et projectives quelcon- 
ques. Ce foncteur possède donc un adjoint à droite et un adjoint à gauche. On 
obtient une suite de trois foncteurs adjoints 

Bi\ ; Bl ; Bi^. 

Le foncteur 

Bv. ■ Bwk — > -Br 

Z ^ y(M) x?'^^*) Z 

envoie un objet Z de Bw^ sur le quotient y(M) x2'(^'=) Z := (y(R) x Z)/y{Wk), 
où y{Wk) opère à gauche sur Z et à droite sur y(M) via le morphisme l. Alors 
Bi\ se factorise à travers le foncteur 

Z^yiR/Wk) ^ Z ■ 

Le foncteur f\ est adjoint à gauche de l'image inverse du morphisme de local- 
isation / : B^/y(^/]Y^-j — )• B^. Ce qui précède induit l'équivalence h : Bw^ ~ 
-SlR/j/(lR,M/Vl^fe) dont l'image directe est donnée par le foncteur 

K ■ Bwk > ^M/î/(IR,IR/iyfc) 

Z I — y y{M. xî^^^fe) Z) y{R/Wk) ' 

Les morphismes Bi et f o h sont canoniquement isomorphes dans la catégorie 
H omtop [B\Yj,] B^) . Ainsi, le morphisme Bi s'interprète comme le morphisme 
de localisation 

Bwk — BR/y(f>^f>/Wi,) — > Bu- 
On conserve les notations de l'introduction de cette section [2] Le topos des gros 
W^fc-faisceaux sur N est défini comme le topos induit iS(VFfc;N) := i?vFfe/y{iyfe;N)) 
où l'objet y{Wk', N) de -BvFt est donné par l'action de Wk sur N. On a donc un 
morphisme de localisation 

S{Wk;N)^Bw, 
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qui traduit l'action de sur N. L'équivalence h induit une équivalence de 
topos induits 

BWk/y{Wk,f^) ^ {BR/y{R/Wk))/Ky{Wk,^) = B^/h^yiWk,'!^)- 

L'objet h^,y{Wk,^) est représenté par l'action de M sur M := (M x N)/Wk- On 
obtient un diagramme commutatif de topos 



<S(M^fc;N) 



5(M;M) 




où les flèches horizontales sont des équivalences. 



□ 



2.3. Le morphisme structural et les orbites fermées. D'après ce qui précède, 
on a un morphisme p : 5(M;M) Bu/y(R^R/Wk)- 



Définition 2.3. Le morphisme flot f est le morphisme de localisation 



f : 5(M; M) = B^/ 



y{M.;M) 



Bu- 



On voit d'ailleurs que le morphisme f se factorise à travers p. Soit 7 une 
orbite fermée de l'action de M sur M correspondant à une orbite finie de N 
sous l'action de Wk- En posant |o| = n, on a ^(7) = \o\log{q) = nlog{q). On 
pose ^(7) = Fqn. 

Proposition 2.4. Une orbite fermée 7 induit un plongement fermé 



i'y : Bw, 



5(M; M) 

i?K est induite par le morphisme canon- 



tel que la composition foi^: B^^^^^ 
ique TVfc(^) — î> M. 

DÉMONSTRATION. L'immersion fermée 7 : M^n := R/nlog{q)Z 
équivariante. Elle induit un plongement fermé de topos 



M est 



^7 : -Br/ 

tel que la composition poi^ : B^/ 
ment M-équivariant 



g") 

q") 



■>cS(M;M) 

BM./y{Mq) soit donnée par le revête- 



Mqn = M/(|o[ log{q)Z) — > R/log{q)Z = Mq. 

On note ^(7) = F^n. Le morphisme i^ est un plongement fermé par le lemme 
14.41 On obtient le résultat en utilisant les équivalences -B]g/y(M^,j) = Byy^^^^ 
et = SvKfe (voir la sous-section 14.11 pour plus de détails sur ce qui 

précède) . □ 
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2.4. Le topos des faisceaux sur M est un produit fibré. On note l'objet 
de 5]R représenté par l'espace topologique M sur lequel M opère par translations 
à gauche. Alors on a un isomorphisme T — -Br/ Eu '^^ sorte que la composition 
T ^ -Br/ _Ejj -Br soit induite par le morphisme de groupes {1} — >■ M (cf [TU] 
IV. 5. 8. 2). On note aussi 

5(M) := T/y^M) ~ (Top/^Jouv) := TOP{M) 

le gros topos de l'espace topologique M (cf [lOj IV. 2. 5). 

Lemme 2.5. On a une équivalence 

5(M) ~5(R,M) XB^r, 

et un morphisme canonique S{M) S{M/Wk), où 5(M/VFfc) est le gros topos 
de l'espace topologique M/W^- 

DÉMONSTRATION. L'objet f*{E]^) est donné par la seconde projection i?R x 
y(R;M) î/(M;M). On obtient un isomorphisme (cf fTÔ] IV.5.8.3) 

5(M;M)/f*(£;j.) = (-BM/y(R.M))/(£;RXy(R;M)) - T/yiU) =■ S{M). 

Les deux carrés commutatifs 

5(M) 5(M; M)/f.(^^) ^ 5(M; M) 

p 

T/yiR/Wk) - iBR/y(^-K/Wk))/ f*{Em) ^-Br/j^(r.r/p^^) 

/ 

T =i -Br/ ^ -Br 

sont des pull-backs, où les flèches horizontales sont les morphismes de localisa- 
tion. Le résultat suit car S{M/Wk) — T/y(R/Wi^)- O 

2.5. Le feuilletage. Chaque point Tl G M/W^ est une application continue 
û : {*} —7- M/Wk qui induit un morphisme de topos induits II : T/j*} =?'—)■ 
T / y{R/Wk)- Cette flèche est d'ailleurs une section du morphisme de localisation 
^ /y(^/Wk) ~^ ^ ■ 0^ définit la feuille de 5(M) au-dessus de û en posant 

5(F^) ■.= sm^ri,,.,..:^, T. 

Ainsi 5(Fû:) est l'image inverse par le morphisme 5(M) — )■ T/t^/Wi, sous- 
topos de T/j^(R/vKfc) donné par l'image du morphisme û : T —> T/y(R/pv'j.)- Le 
lemme 14. 3| ce morphisme û est un plongement fermé. Donc le morphisme 

est lui aussi un plongement fermé. Plus directement, ce morphisme est induit 
par l'inclusion fermée de la feuille F^: —S- M. C'est donc un plongement fermé 
d'après le lemme 14.31 
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3. Propriétés analogues du topos Weil-étale 

Soit Y un schéma régulier, séparé et de type fini sur un corps fini k = ¥q. 
On note Y^t le topos étale du schéma Y. Le (petit) topos Weil-étale Y^P^ est 
défini comme la catégorie des faisceaux étales sur Y munis d'une action de Wk 
compatible à celle définie sur Y (cf. [llj). D'après jl7j Théorème 8.5 (voir aussi 
[9]), on a une équivalence 

y-sm ^ , -TiSTn 
W — ^et 

OÙ Gk et Wk désignent le groupe de Galois et le groupe de Weil de k respective- 
ment. Rappelons que Gk ~ Z est topologiquement engendré par le Frobenius ■(/; 
et que Wk — Z est le groupe des puissances entières de ■0. De plus, le petit topos 
classifiant Bq^ (resp. B^P') désigne la catégorie des ensembles sur lesquels le 
groupe Gk (resp. Wk) opère continûment. On définit le gros topos classifiant 
B]Yk du groupe discret Wk comme dans 11.21 

Définition 3.1. Le gros topos Weil-étale de Y est défini par le produit fibré 

Yw := Yet XBJ™ ~ YyP X Set T. 

3.1. Le morpiiisme flot et les orbites fermées. La seconde projection définit 
un morphisme 

P '■ Yw '■= Yet — > Bw^- 
On a aussi un morphisme Bi : B\y^ — > B-^ induit par la flèche l : Wk — > M. 

Déflnition 3.2. Le morphisme flot est défini par composition 

f := Bi op : Yw — > Bw^ — Br/ y(^^^/Wk) — ^ B^. 

Le morphisme f se factorise à travers le morphisme de localisation / : 5R/y(R,R/iyj.) 
i?K et p devient 

P ■ Yw — > Bwk — BM./y(R,R/Wk)- 
Un point fermé t; de y induit un plongement fermé iy : Byy^^^^ Yy/ (cf. |17] 
Corollaire 8.20). On a la proposition suivante. 

Proposition 3.3. Un point fermé vdeY induit un plongement fermé 

iv : ^Vl/fc(„) — > Yw 

tel que la composition f o : Bw/.^^-^ B^ est induite par le morphisme canon- 
ique Wk(^y) — >■ M. 

3.2. Le topos 3^. On reprend les notations de la section 2.1.2. D'après ce qui 
précède f : Yw B^ peut être vu intuitivement comme le topos S(R] M) — > Br 
des gros M-faisceaux sur M. Pour obtenir l'analogue du topos <S(M), il suffit de 
considérer le puU-back du morphisme f le long du T-point canonique de i?R 

T ~ Sr/bh Br. 

Définition 3.4. On définit le topos y par le produit fibré y := Yw x T. 

La proposition suivante montre que y peut être vu comme un "espace" au- 
dessus du cercle M/VFfc. 
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Proposition 3.5. On a un morphisme canonique y — )• 5(M/Wfc). 

DÉMONSTRATION. Le diagramme suivant, dans lequel les flèches horizontales 
sont les morphismes de localisation, est composé de deux pull-backs. 

y ~ Yw/f*(E^) ^ Yw 



f 

T ^ Br/ Eji^ ^ Br 

La projection y ^ T se factorise donc à travers le morphisme de localisation 
T/yiR/Wk) pour induire la flèche y T / yi^^/w^) - S{K/Wk) □ 

3.3. Le feuilletage. A nouveau grâce au lemme |431 chaque point û € M/W^ 
définit un plongement fermé de topos 

û-.T ^T/yiR,w,)^S{W/Wk). 

Définition 3.6. La feuille Tû de y au-dessus de û est définie par le produit 
fibré 

La seconde projection définit donc un morphisme canonique 

y^û = y x5(M/iyfe) T — ^ y- 

Proposition 3.7. Le morphisme précédent Ty- —s- y est un plongement fermé. 

DÉMONSTRATION. Par définition, est l'image inverse par le morphisme y — >■ 
5(]R/Tyfc) du sous-topos fermé û : T — î> Si^jW}^. Il suit que 

^û = y x<s(iR/iyfe) T — > y 

est un plongement fermé. □ 

Proposition 3.8. Soitû un point de M/W^- On a une équivalence canonique 

Tû ^ Y et X r, 
où Y et est le topos étale du schéma Y = Y X/^ k. 

DÉMONSTRATION. La preuve sera donnée dans la démonstration du théorème 

ism aii). □ 

Les topos Y et X T et Y et sont cohomologiquement équivalents (cf. [17]). Il 
est par ailleurs bien connu que Y et est de dimension cohomologique 2.dim{Y). 

Remarque 3.9. Soit Y un schéma régulier de dimension d sur un corps fini 
k. Alors le gros topos Weil-étale Yw peut être vu comme l'analogue du topos 
5(M;M), où M est un espace de dimension 2d + 1. Les feuilles 

Tû^YetxT ^y 
de y sont analogues à des sous-espaces fermés de codimension 1 dans M. 
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3.4. Le morphisme du topos dynamique dans le topos Weil-étale. Soit 
Y un schéma lisse et propre sur un corps fini k = ¥q. Supposons que l'on puisse 
associer fonctoriellement à y un système dynamique feuilleté 

(My,F,0) 

de la forme décrite dans l'introduction de la section |2] (cf. [6], |4], [3], [13] Section 
4.2 et [H] Open Question 2). On note D{Y) = (M,My) l'action continue de M 
sur l'espace topologique My. On note 7^, : M7v(,,) My l'orbite fermée dans 
My de longueur log{N{v)) correspondant, via le foncteur 3, à l'inclusion d'un 
point fermé Spec{k{v)) — )• Y. Il existe alors un foncteur 

S :^ty ^ro//(K,My), 
où Ety désigne la catégorie des schémas étales au-dessus de Y. 

Hypothèse 3.10. Nous supposons que les propriétés suivantes sont satisfaites. 

• Le foncteur D est exact à gauche (i.e. il commute aux produits fihrés). 

• Un morphisme étale U ^ V au-dessus de Y est envoyé sur (une appli- 
cation continue M-équivariante qui est) un étalement. 

• Une famille surjective de morphismes étales de schémas est envoyée sur 
une famille surjective d'applications continues. 

Théorème 3.11. Si le foncteur D existe et satisfait l'hupothèse \3.10[ alors on 
a les résultats suivants. 

(i) // existe un morphisme canonique 

d : 5(M;My) Yw 
défini au-dessus de B^^ . Ce morphisme induit une flèche 

s{My)^Yw XB^r=:y 

définie au-dessus de S{M/Wk). 

(ii) Soit V un point fermé de Y . Le diagramme suivant est un puU-back. 

S{R;My)— ^Yw 

(iii) Soientû un point du cercle M/Wf, . On note S(J^û) — ^ 5(My) et y 
les fibres des topos 5(My ) et y au-dessus deû M/Wf^ . Alors les feuilles S{Fû) 
et Tu des topos 5(My) et y sont des sous-topos fermés, et SÇFû) est l'image 
inverse de Tû à travers le morphisme 5(My) y. Enfin, on a une équivalence 

Tû ~ Y et X T. 

DÉMONSTRATION, (i) Puisqu'un étalement admet des sections locales au-dessus 
de son image, on a un morphisme de sites exacts à gauche 

D : {Ety, Jet) (rop^/(R,My), Ji.), 
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et donc un morphisme de topos 4S(M;My) — )• Y^t- On considère maintenant le 
diagramme de sites exacts à gauche suivant. 

iEtY;Jet) {Top^/iRMvY' ^is) 



{Etspec{¥g); Jet) ^ {Top^/m^; Jls) 

Ci-dessus, les flèches verticales sont données par changements de bases. Ce 
diagramme est (pseudo)-commutatif, car le foncteur D a été supposé exact à 
gauche. On en déduit un diagramme commutatif de topos 

5(M;My) ^Ya 



- -Bir/j^(m,) ^ 

Par la propriété universelle du produit fibré, on obtient un morphisme 
(2) d : S(R; My) Yw := Y^t x^.™ Bw, 

tel que le diagramme suivant soit commutatif. 

S{R; My) Yw 



BR/y(Mg) ^ 

Le morphisme d ci-dessus est donc défini au-dessus de B^. Soit T B^ le 
T-point canonique de B^. D'après le lemme |231 on obtient un morphisme 

(d,/dr) :5(My) ~5(M;My) xb^T ^ Yw Xb^T =: y. 

défini au-dessus de Bw^ x T — S{M/Wk)- 

(ii) Soit V un point fermé de Y. Il lui correspond une orbite fermée 7^ dans 
My de longueur log{N{v)), où N{v) est le cardinal du corps résiduel k{v). Le 
morphisme de topos 

i^^ : Bw,^^, ^ S{R;My) 

défini dans la proposition 12.41 est induit par le morphisme de sites exacts à 
gauche 

i;^: (Top'^/^RMry^Jls) (Top'^/M^^^yJls) 

où M opère diagonalement sur Z Mjv(i.). Le diagramme suivant de sites 
exacts à gauche est commutatif car D commute aux produits fibrés. 

Top^/m^i^^) E^Spec{k{v)) 

Top^/(rMy) ^ EtY 
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Ce diagramme de sites induit donc un diagramme commutatif de topos. De plus, 
l'image de Bq^^ ^ dans Y^t est le sous-topos fermé complémentaire de l'ouvert 

défini par l'objet y{U) = y{Y — {v}) de Y^t, qui est un sous-objet de l'objet 
final. De la même manière, le lemme 14.41 montre que l'image de Byy^^^^^ dans 
<S(M;My) est le sous-topos fermé complémentaire de l'ouvert défini par l'objet 
^*{y{U)) = y(M(/) de 5(M;My). Il suit que le diagramme suivant est un puU- 
back. 



B 



w, 



5(M;My) 



Y, 



et 



Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant. 



(v) 



5(M;My) 



Id D ctv 
^Wk(.^ 



Yw 



B. 



G. 



Y 



et 



Ici, 7^ désigne l'orbite fermée de My correspondant au point fermé v Y. Le 
carré de droite est un pull-back et nous venons de montrer que le carré total est 
un pull-back. Il suit que le carré de gauche est lui aussi un pull-back. 

(iii) Le morphisme (d, Idj-) est défini au-dessus de -BM/y(Mq) ^ B^T — S{M./W^^] 
Soient û un point du cercle M/Wp,, û : T ^ SiR/Ww^) le T-point de S{R/WwJ 
correspondant et F^: la feuille de My au-dessus de û. Alors on a 

S{Fû) = 5(My) X5(iR/^^^) r = 5(My) Xyy X^i^^/^,^) T = 5(My) Xy Fû, 

OÙ Fû est la feuille de y au-dessus de û. En d'autres termes, le diagramme 
suivant est composé de pull-backs : 



, (djdr) 



T 



D'après le lemme 14. 3| le morphisme û : T ^ S{R/W^^) est un plongement 
fermé. Il suit que les morphismes S{Fû) — )• 5(My) et Tû y sont des plonge- 
ments fermés. 

Il reste à définir l'équivalence Tû — Y^t x T. Les deux carrés commutatifs 
suivants sont des pull-backs. 



T- 



Yw 

p 
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Le carré total est aussi un pull-back. Il s'identifie à 

V 

r 

où la flèche T — >■ -Bvy^ est le T-point canonique de -B^y^. . On a donc 

(3) Tu ^ Yet Xb^™ Bwt, >^Bw^T ~ ^et BfV^ T. 

Mais le morphisme T — > Bq^ se factorise à travers Set — )• Bq^, le point canon- 
ique de Bq^. On en déduit l'identification 

(4) Yet X BfV T^YetX B?V Set X Set T. 
Montrons l'équivalence suivante : 

(5) Yet^Yet Xbs^ Set. 

k 

On a les équivalences 

Set = Spec{k)et = IJm Spec{k'^)et = Bq^^ , 

où k'^/k est l'unique extension de degré n (dans une clôture algébrique fixée). 
Par ailleurs, le morphisme Bq^^ Bq^ induit par l'inclusion G^n — > Gk, 
s'identifie au morphisme de localisation 

Tjsm I , Tjsm 

^Gkl(Gk/Gt,^) > ^Gfe- 

Le pull-back de l'objet G^jG^n de B^q^ par le morphisme l^t Bq^ est pré- 
cisément l'objet de Y^t représenté par y" := y x^, k". On en déduit 

Yet Xbj- = Yet Xsg- Bf^/{Gk/G^r.) = Yet/ylyn) = Y^^ 

On obtient ([5]) grâce aux identifications 

Yet XB-j^Set = ^m Yet Xsg" B^„ = Y^t = Yet- 

Ci-dessus, on utilise le fait que la limite projective des topos étales d'une famille 
filtrante de schémas y" (respectivement Spec{k^)) quasi-séparés, quasi-compacts 
et dont les morphismes de transition sont affines, s'identifie au topos étale du 
schéma limite projective Y (respectivement Spec{k)). Les équivalences (j3|), (|4|) 
et dS]) donnent 

Tû ^ Yet X T. 

□ 

L'existence de My est suggérée dans |13) Section 4.2 pour toute variété Y 
lisse et projective. Cependant, on s'attend à ce que la fièche Y — )• My ne soit 
fonctorielle qu'en se restreignant aux variétés ordinaires (cf. [3] Section 4.7 et 
|13) Section 4.2 Remark 1) (voir aussi [15j Theorem 2.49). Le lecteur soucieux 
de ce problème pourra donc supposer que Y est ordinaire, restreindre EtY à 
ces variétés et munir la sous-catégorie pleine de Ety obtenue de la topologie 
induite. Le résultat précédent est alors valable à cette modification du topos 
étale Yet près. 
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Nous ignorons ce problème dans cette section car les résultats présentés dans 
cet article suggèrent que le système dynamique de Deninger n'existe pas sous 
la forme d'un espace au sens classique (par exemple à cause de l'argument 
de |3j Section 4.7, ou encore comme le suggère la structure topologique du 
groupe fondamental [18]) mais sous la forme plus générale d'un topos. Ce topos 
étant par définition la structure topologique sous-jacente à la coliomologie de 
[5] Conjecture 2, il doit exister (fonctoriellement) pour tout schéma séparé de 
type fini au-dessus de Speciï). Le théorème précédent établit le lien existant 
entre ce topos conjectural et le topos Weil-étale. 

4. Le système dynamique conjecturalement associé à l'anneau 
d'entiers d'un corps de nombres 

C. Deninger suggère l'existence d'un foncteur de la catégorie des schémas plats 
séparés de type fini sur Spec{Z) dans celle des systèmes dynamiques munis d'un 
feuilletage (cf. [2], [3], t4j, [6j). Précisons que Deninger considère cette 
conjecture comme optimiste, et qu'il envisage que ce système dynamique puisse 
prendre la forme d'un site (i.e. d'un topos). La forme conjecturale précise du 
système dynamique associé à Spec{'L) est donnée dans [13] Conjecture 1. 

Un tel morphisme X — >■ Spec{'L) induirait donc un morphisme de systèmes 
dynamiques. On se restreint dans cette partie aux anneaux d'entiers de corps de 
nombres. Soit K un corps de nombres, X := Spec^Ox) le spectre de l'anneau 
d'entiers de K, X^q l'ensemble des places archimédiennes de K et X := {X; X^o) 
la compactification d'Arakelov de X. Le système dynamique {Mx,(f>) conjec- 
turalement associé à X est muni d'un feuilletage F de codimension 1 dont les 
feuilles sont partout perpendiculaires aux trajectoires du flot. Alors M.^ est une 
compactification de Mx, de dimension topologique 3. L'espace Mx a une struc- 
ture d'espace laminé (cf. |1] Section 5.1). En particulier, Mx est localement 
homéomorphe à un produit U x T, où U est un ouvert non-vide de et T un 
espace totalement discontinu. Le feuilletage F est une partition de Mx par des 
espaces laminés de dimension 2, qui est localement triviale (cf. |4j Section 5.2). 
Le flot est donné par un morphisme 

(/>: MxMjf — y Mx 
{t;m) I — > (j)^{m) 

respectant les conditions d'une action. Ce flot est compatible au feuilletage 
F. Plus précisément, 0* induit un isomorphisme F^ — > F^t(„-) quel que soit le 
couple {t;m), où FjTT, désigne la feuille contenant îïi G JVI. Un point fermé v — y 
correspond à une orbite fermée 

7, : R/log{N{v))Z M^, 

où N(v) :=| k{v) I est la norme de v. Le groupe M opère naturellement sur 
l'espace homogène M/log{N(v))Z et l'immersion 7^ est M-équivariante. On note 
lilv) = ^og{N{v)) la longueur de l'orbite 7^,. En oubliant le flow et le feuilletage, 
Mjç devient un espace de dimension trois dans lequel une place finie de K 
correspond à un noeud (cf. jT^ et |19)). 

Une place archimédienne p G X^q C X correspond à un point fixe du flot 
rup G Mj^. La feuille F^^ passant par un tel point fixe est globalement stabilisée 
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par le flot. A nouveau, le topos que nous associons à Mx ne retient que la 
structure d'espace topologique muni d'une action continue de M. 

4.1. Le flot, les orbites fermées et les points flxes. Le topos 5(M;Mj5f) 
est défini comme le topos induit 

5(M,Mjf) := -BK/y(K,Mjf)- 

Déflnition 4.1. Le morphisme flot est le morphisme de localisation 

f :5(R;M^) ^5m. 

Ce morphisme est d'ailleurs induit par l'application continue M-équivariante 
Mjf — )> {*}, où {*} est l'espace ponctuel sur lequel M opère trivialement. Le 
morphisme flot f détermine l'action de M sur Mjf (cf. Section [7|, d'où la termi- 
nologie. On considère un point fermé v Ae X d X. Il lui correspond une orbite 
fermée 7^ : 'K/log{N{v))'L — )• Mjjf. On considère de plus une place archimédi- 
eime p G du corps de nombres K. On note mp G Mjf le point fixe du flot 
correspondant. 

Théorème 4.2. // existe un morphisme canonique f : 5(M;Mj5f) — )■ B^. 

(i) L 'orbite fermée "f y induit un plongement fermé i^ : Bw,.^^^ — >5(M;Mjf) tel 
que la composition f o : Bw^^^^ — >• B^ est induite par le morphisme canonique 

(ii) Le point fixe rup induit un plongement fermé ip : B^ — > 5(M; Mj^ ) tel que 
la composition f o ip : B^ — > B^ est l 'identité de B^ . 

DÉMONSTRATION. Le morphisme f est donné par la définition 14.11 La flèche 
7i, induit un morphisme 7^ : M^(„) — > (]R;Mjj) dans la catégorie Top^. En 
appliquant le foncteur de Yoneda, on obtient un morphisme 

y(M;v(.)) = y{R,R/logN{v)) y{R;M^) 

dans la catégorie B^ — {Top^; J'is) qui induit à son tour un morphisme de topos 
induits 

hv ■ Bwki,) - ^^ly^Niv)) — ^ B^/y{R-Mx)- 
La composition foi^^^ est donc donnée par le morphisme de localisation -BiR/y(Mjv{„; 
-Br, qui s'identifie à la flèche i?vKfc(„) ~^ -Sr induite par le morphisme de groupes 
topologiques : Wfc(^) — > M envoyant le générateur canonique de sur 
log{N{v)). Le point fixe rup induit une flèche rrip : {*} — >■ (M, Mj^) dans la 
catégorie Top^. On obtient un morphisme de topos 

ip : B^ = S{R;*) ^ S{R;M^). 

Le morphisme composé foip est induit par la composition {*} — )• (M, Mjj) {*}, 
qui est l'identité du point dans la catégorie Top^. Ainsi, on a un isomorphisme 
canonique 

f oip ~ IdBj,. 

Il reste à montrer que les morphismes i^^ et ip sont des plongements fermés. Les 
morphismes i^^ et ip sont des morphismes de localisation associés à des sous- 
espaces fermés stables sous l'action de M. Les deux lemmes suivants montrent 
qu'un tel morphisme est un plongement fermé. 
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Lemme 4.3. Soit i : Z M un sous-espace espace fermé d'un espace topologique 
M . Alors le morphisme de topos S{Z) — )• S{M) est le plongement fermé com- 
plémentaire du sous-topos ouvert S{U) — )• S{M). 

On considère la catégorie TOPm des systèmes 

{Fm' , ^f)M'&Ob{Top/M), feFl{Top/M) 

définis comme suit. Pour tout espace M' au-dessus de M, Fm' est un petit 
faisceau (i.e. un espace étalé) sur M'. Pour une fonction continue / : M" M' 
au-dessus de M, (pj : f*FM' — t" Fm» est un morphisme de faisceaux sur M" . 
Les morphismes ipf satisfont la condition de transitivité ^fag = ° 9*'^fi et 
ipj est un isomorphisme lorsque / est un étalement. D'après ( |10) IV.4.10.3), la 
catégorie TOPm est naturellement équivalente au gros topos S {M) ~ TOP{M). 

Les inclusions du sous-espace fermé Z M et de son complémentaire ouvert 
U ^ M induisent des morphismes de topos 

i : TOPz TOPm ^ TOPu : i 

Le morphisme j est le plongement ouvert donné par le sous-objet (M^,99j) 
de l'objet final, où le faisceau sur M' est défini par l'espace étalé M' x m 
U M' et iff = IdM"xMU- Le foncteur j* peut être décrit comme suit : 
j*iFM',^f) = {Fu', (pg), où U' U est vu comme un espace au-dessus de M et 
g : U" — >■ U' comme une flèche au-dessus de M. Le foncteur i* peut être décrit 
de manière analogue, i.e. en écrivant i*{FM' ,^f) = {Fz',ipg)- Il est clair que 
les foncteurs j* et i* commutent aux limites projectives et inductives quelquon- 
ques, car ces limites se calculent argument par argument. On a donc bien deux 
morphismes (essentiels) de topos i et j (en fait i et j sont des plongements 
ouverts) . 

Le foncteur est défini de la manière suivante. Soit {Lz',(pg) un objet de 
TOPz- Pour M' M, on note i' : Z' = M' Xm Z ^ M' et on définit 
Fm' '■= i'ifLzi- Si / : M" M' est une fonction continue au-dessus de M, alors 
g : Z" ^ Z' est définie par changement de base. On a donc un morphisme 
(j)g : g*Lz' Lz"- En appliquant le foncteur i", on obtient un morphisme 
i'Ii'Pg) '■ 'i'ig*Lzi — >• i'iLz"- Considérons le carré cartésien : 

Z" M" 

9 f 
\ i' , 

Z' ^M' 

Comme i' est une immersion fermée, on a f*i'^ ~ ^9*1 on obtient le mor- 
phisme 

i^Lzi ~ i^g Lzi i^Lz" 

qui est d'ailleurs un isomorphisme lorsque / est un étalement. On définit ainsi 
i*{Fz',4>g) = {FM',^f) avec Fm' ■= i'^Lz' et ipf défini ci-dessus. On montre 
facilement la formule d'adjonction 

HomTOPz{i*{-FM',<ff),{Lz'Ag)) = HomTOPMiiJ^M' , ff),i*{Lz' , (l^g)) 
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de sorte que le foncteur défini ci-dessus est bien l'image directe du morphisme 
i. Le foncteur est pleinement fidèle, car tous les i'^ le sont. En d'autres termes, 
i : TOPz — > TOPm est un plongement. 

Montrons que l'image du plongement i est le sous-topos fermé complémentaire 
du sous-topos ouvert donné par j : TOPu TOPm- H faut montrer que l'image 
essentielle de est précisément la sous-catégorie strictement pleine de TOPm 
formée des objets dont la restriction à TOPu est l'objet final. Soit {Lz'-,4>g) un 
objet de TOPz- Alors j*i^{Lzi ,^g) = {Fu>,(pg), avec Fu/ = i'^L^ où : ^ U' . 
Donc Fiji est l'objet final de Sh{U') quel que soit l'espace U' au-dessus de U , et 
j*i^iLz', (pg) est l'objet final de TOPu. Montrons maintenant que tout objet de 
TOPm dont la restriction à TOPu est l'objet final est dans l'image essentielle 
de i^. Soit {Fm',^{) un objet de TOPm tel que j*{FM',^f) est l'objet final de 
TOPu- Pour tout M' M, on note U' = M' xmU ^ U. La fièclie U' M' 
est une immersion ouverte, donc Fm' \ U' ~ Fu' est l'objet final de Sh(U'). Il 
existe donc (essentiellement) un unique faisceau Lz' sur Z' tel que i'^Lz' = Fm>, 
car l'image essentielle de i'^ : Sh{Z') —?■ Sh(M') est la sous-catégorie strictement 
pleine de Sh{M') formée des objets de Sh{M') dont la restriction à U' est l'objet 
final. Pour une fonction continue / : M" — )• M' au-dessus de M, le morphisme 
(ff : f*FM' — >■ Fm" induit un morphisme f*i'^Lz' i'iLz"- A nouveau par 
changement de base, on obtient 

i'ig*Lz' ^ r^Lz' ^ i'iLz" 

car i' est une immersion fermée. Comme le foncteur i'^ est pleinement fidèle, ce 
morphisme est induit par un unique morphisme 

(pg : g*Lz' Lz" 

qui est un isomorphisme lorsque g est un étalement. On obtient un objet 

{Lz',4>g) de TOPz tel que i^{Lz> iCpg) — {FM',ff)- Plus précisément, on a 
{Fm', Vf) — i*i*{FM'i V/)- Ou a montré que i est un plongement fermé. 
L'équivalence S(M) ~ TOP(M) est donnée par 

5(M) = T/yM = {T^ouv)/yM ~ {Top/ÏCjouv) = TOP{M). 

L'équivalence TOP(M) ~ TOPm est définie comme suit. Si T est un faisceau 
sur {Top/M, Jop) alors pour tout espace M' au-dessus de M, T définit, par 
restriction au site Ouv{M') des ouverts de M', un petit faisceau Tm' sur M' . 
Pour une flèche / : M" — M', on a un morphisme Fm' ~^ f*FM»- Ce dernier 
est donné par 



HV) = Fm'{V') UFm"{V') = Fm"{M" Xm' V) = F{M" Xm' V) 
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pour tout ouvert V' de M'. On obtient alors ipj par adjonction. Le résultat est 
maintenant donné par la commutât ivité du diagramme suivant : 



SiU) 



TOP{U) 



TOPu 



S{M) 



■S{Z) 



TOP(i) 

TOP{M) ^—^TOP{Z) 



TOPm 



ctz ~ 



TOPz 



On vérifie la commutativité du carré en bas à droite. Le reste sera laissé au 
lecteur. Soit C un objet de TOP{Z). On pose 

«A/* o TOP{i)^C = {FM',V^f)- 

Fm' est la restriction de TOP{i)^C au site Ouv{M'). Pour un ouvert V' de M', 
on a 

Fm'{V') := TOP{i)X{V') = C{Z XM V). 

Pour une flèche / : M" — > M', le morphisme ipf est donné par la flèche 
(6) 

C{V' xmZ) =TOP{i)^T{V') ^ TOP{i)^C{M" xm'V) = C{M" xm'V xmZ) 

définie pour tout ouvert V' de M'. 

On considère maintenant o az^C On pose 

oaz*C = {F'j^p,Lp'f). 

On a az*C = {Lz',(l>g), où Lz' est la restriction de C au site Ouv(Z'). Alors 
i^{Lz',4>g) = {F'j^p , ip'j) avec F'j^p = i'^Lz' pour Z' := M' Xm Z. Pour un ouvert 
V de M', on a 

^M'(^') = K^z'iy') = Lz'{Z' xm' V) = C{Z' Xm' V) = C{Z xm V). 
Pour une flèche / : M" — > M', le morphisme ip'j : f*F'^p ^m" correspond à 

F'm' = ^'*Lz' — > f*F'j^n = fj'lLz" 
qui est donné par la flèche 

(7) i'.Lz'iV) = CiV XM' Z') fJ:Lz"iV') = CiV XM' Z") 

définie pour tout ouvert V de M' . Les flèches ([6]) et ([7| sont les mêmes, car 
elles sont données par les morphismes de restriction du faisceau C. On en déduit 
un isomorphisme de foncteurs «a/* o TOP{i)^ — i* o ctz*- Donc le carré en bas 
à droite dans le diagramme précédent est bien commutatif. La commutativité 
de ce diagramme, le fait que i soit le plongement fermé complémentaire de j et 
le fait que les morphismes verticaux soient des équivalences montrent que l'on 
a une décomposition ouverte-fermée : 



SiU) S{M) ^ S{Z) 
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Lemme 4.4. Soient G un groupe topologique opérant continûment sur un es- 
pace M, i : Z ^ M un sous-espace fermé stable sous l'action de G et U 
l'ouvert complémentaire . Alors le morphisme de topos S{G,Z) S{G,M) est 
le plongement fermé complémentaire du sous-topos ouvert S{G, U) S{G, M). 

L'idée de la preuve est la suivante. On considère les pull-backs suivants, 
obtenus par localisation : 

^ S{M) ^ r 

S{G,Z) -5(G,M) ^Bg 

Le résultat est connu "en haut" par le lemme précédent. On va donc se ramener 
à cette situation non équivariante par descente. On a un morphisme du topos 
simplicial 

(8) S{G xGxZ) S{G X Z) S{Z) 
dans le topos simplicial 

(9) S{GxGx M) S{G x M) S{M) 

D'après le lemme précédent, ce morphisme de topos simpliciaux est composé de 
trois plongements fermés, qui sont les plongements fermés complémentaires des 
sous-topos ouverts donnés par le morphisme du topos simplicial 

(10) S{GxGxU)^^S{GxU)^^S{U) 

dans le topos simplicial ([9|. On note Desc{G, Z), Desc{G, M) et Desc{G,U) 
les topos de descente des topos simpliciaux (|8|), ([9]) et (jlOp respectivement. On 
note dM,» les morphismes de structure du topos simplicial ([9|). Rappelons que 
Desc{G, M) est la catégorie des objets de de S{M) munis d'une donnée 
de descente, i.e. d'un isomorphisme d^^^F d*j^ satisfaisant les conditions 
habituelles. On note enfin io : S{Z) S{M) et ii : S{G x Z) ^ S{G x M). Les 
topos de descente Desc{G, Z), Desc{G, M) et Desc{G,U) sont canoniquement 
équivalents à S{G,Z), S{G,M) et S{G,U) respectivement. 

L'image directe du morphisme / : Desc{G, Z) — )■ Desc{G, M) peut se définir 
comme suit. Soit {C,b : d^^^C ^ d*^ ^C) un objet de Desc{G, Z). On consid- 
ère io,*/3. On a un isomorphisme ii^^d*^QC ii^^:d*^^C. Mais les morphismes 
de topos dM,Q et dM,i sont des morphismes de localisation. On en déduit des 
isomorphismes d^/QZo,* — h,*dzo et d^^/iio,* — On a donc un isomor- 

phisme 

a : d^jQiQ^^C ~ ii,*(i|o^ ~^ h,*d*z^iJO ~ d%^ iio^^C. 

On obtient un objet (io,*>C, a) de Desc{G, M) qui est l'image directe de (C, b). Il 
est clair que / est un plongement (i.e. I^, est pleinement fidèle), et que l'image du 
morphisme / est contenu dans le fermé complémentaire du plongement ouvert 
Desc{G, U) —7- Desc{G, M). Il reste à montrer que l'image de / est précisément 
ce sous-topos fermé. 

Soit {J-,a : d\fQj- d^^-^J^) un objet de Desc{G, M) dont l'image inverse 
dans Desc{G, U) est l'objet final. En particulier /" | f7 est l'objet final de S{U). 
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D'après le lemme précédent, T = io,*^ pour un objet C de S{Z). On a donc une 
flèche d^Qio,*vC — )■ (i^^ ]^zo,*>C. A nouveau, les morphismes dM,o et d^j^i sont des 
morphismes de localisation. On en déduit d^fo^o,* — ^i,*^zo' ^mi*o,* — 
et un isomorphisme 

Comme est pleinement fidèle, on obtient un objet (£, b : d*^QC ^ d*^ ^C) de 
Desc{G, Z) dont l'image directe dans Desc{G, M) est (J^, a : d\^Qj- — )• -^J-"). 
On considère maintenant le diagrame commutatif suivant. 

Desc{G, U) ^ Desc{G, M) ^ Desc{G, Z) 



S{G, U) ^ S{G, M) ^ S{G, U) 

On vient de montrer que la ligne du haut est une décomposition ouverte-fermée. 
Le lemme l4l4] suit car les flèches verticales sont des équivalences. Ceci achève la 
preuve du théorème 14.21 

n 

4.2. Le morphisme 5(M,Mjf) X^t- Le site étale d'Artin-Verdier Etx est 
défini dans [Ij. Le topos étale d'Artin-Verdier X^t est la catégorie des fais- 
ceaux d'ensembles sur le site Etx- Supposons que le foncteur conjecturé par C. 
Deninger existe. Par restriction, on obtient un foncteur 

7*: Etx Top^/m^ 
U^X I — > M^^Mx 

Hypothèse 4.5. Nous supposons que les conditions suivantes sont satisfaites. 

• Le foncteur 7* existe et commute aux produits fihrés. 

• Un morphisme étale V U est envoyé sur un homémorphisme local. 

• Une famille surjective de morphismes étales de schémas est envoyée sur 
une famille surjective d'applications continues. 

Une famille surjective de morphismes étales de schémas {Ui U; i 1} 
induit une famille surjective d'étalements M-équivariants {M^j. — )• M^; i E /}. 
Puisqu'un étalement admet des sections locales au-dessus de son image, le fonc- 
teur 7* envoie un recouvrement pour la prétopologie étale sur un recouvrement 
pour la prétopologie des sections locales. Ainsi, on a un morphisme de sites 
exacts à gauche 

7* : {Etx, Jet) (ro//(R,M^);^/s)- 

La proposition suivante en découle immédiatement. 

Proposition 4.6. Si rhypothèse \4.5\ est satisfaite, alors on a un morphisme de 
topos 

j:S{R;Mx) ^Xet. 

Soit V un point fermé de X {v est une place ultramétrique ou archimédienne 
du corps de nombres K). Lorsque v est ultramétrique, on note le sous- 

groupe de M engendré par log{N{v)). Lorsque v est archimédienne, on note 
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Wfc(^,) = M et = 1. On a un morphisme canonique W^(^) — )• induisant 

un morphisme a,, : Bw, , ^ BfV^ . On note aussi 

: S^^) ~ Spec{k{v))et X^t 

le plongement fermé induit par l'inclusion fermée de schémas Spec{k{v)) X, 
pour tout point fermé v de X. 

Proposition 4.7. Soit v une place ultramétrique ou archimédienne du corps de 
nombres K. Si l 'hypothèse 5| est satisfaite, alors on a un diagramme commu- 
tatif de topos 



T} Ov Tjsm 



De plus, le morphisme i^ est un plongement fermé. 

DÉMONSTRATION. On traite d'abord le cas d'une place ultramétrique v. Le 
morphisme de topos : Bw^^^^^ — )• Bq^^ ^ , défini dans la proposition 12. H est 
induit par le morphisme de sites exacts à gauche 

{EtSpec{k{v))'^Jet) > {Top*/Mff(^^;Jls) 

¥,/k{v) ^ M,/M^(,) 

Le plongement fermé Ujj : B^^-^ — > X^t, induit par l'inclusion fermée de schémas 
Spec{k[v)) —?■ X, est défini par le morphisme de sites exacts à gauche 

tt* : (EtxjJet) > {EiSpecik{v))iJ'et) 

U ^ U xj^ Spec{k{v)) 

D'autre part, le morphisme de topos : i?vyfc(„) ~^ '5(M;Mjf) est induit par le 
morphisme de sites exacts à gauche 

il: {Top^/u^;Jis) {Top'^/m^^^^; Jis) 

Z ^ Z xm^ M^(^) 

où M opère diagonalement sur Z Xmjj M^(^). Alors, le diagramme suivant de 
sites est commutatif (car le foncteur D est supposé commuter aux produits 
fibrés). 

Î'op'^/Mjv(„) Etspec(k{v)) 



Top^/{RMx) ^ 

Le diagramme de topos correspondant est donc lui aussi commutatif. 

Soit maintenant v = p X^o C X une place archimédienne de K, et rup G 
Mjf le point fixe correspondant. Le morphisme de topos 

«p : 5(M; {mp}) = B^ ^ BèT(p) = Set 
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est induit par le morphisme de sites exacts à gauche : ( Set ; Jcari) ~^ (Top^; Jis) 
qui envoie un ensemble E sur l'espace topologique discret E sur lequel M opère 
trivialement. Le morphisme Up : Set — > X^t, induit par l'inclusion fermée 
p — > X, est donné par le morphisme de sites exacts à gauche 

u* : (Etx} Jet) > (S^; Jean) 

U ^ Ux^p 

Le morphisme de topos ip : iJjR — > iS(M;Mjf) est induit par le morphisme de 
sites exacts à gauche 

i;-. (Top^/u^; Js) {Top^;Jis) 
Z I — > Z Xm^ mp 

On obtient à nouveau un diagramme commutatif de sites et le résultat suit. Le 
fait que est un plongement fermé est donné par le théorème 14.21 dl 



5. Propriétés analogues du topos Weil-étale 

Soit K un corps de nombres, X = Spec{OK), X^o l'ensemble des places 
archimédiennes de K, et X = {X,Xoq)- Le topos Weil-étale Xw est défini dans 
[9] comme une modification de la définition donnée par Lichtenbaum dans |12) . 
Les résultats suivants sont démontrés dans [9]. 

Théorème 5.1. On a les résultats suivants. 

(1) On a un morphisme canonique f : Xw — ?" ^R- 

(2) Si V est un point fermé de X (i.e. une place ultramétrique ou archimé- 
dienne de K), alors on a un plongement fermé i^ : Bw^^^^ — > X^. De 
plus, la composition f o i^ : Bw^^^^ — > B^ est induite par le morphisme 
canonique ly : M. 

(3) On a un morphisme canonique 7 : Xw — > X^t- 

(4) Si V est un point fermé de X, on a un diagramme commutatif 

13 otv Tjsm 



Xw ^ ^et 

De plus, ce diagramme est un puU-back. 

Remarque 5.2. En supposant que le système dynamique Mj^ existe, les pro- 
priétés précédentes satisfaites par le topos Weil-étale sont aussi satisfaites par 
le topos 5(M,Mjf). En effet, (1) est donnée par la définition \4-l\ (2) est don- 
née par le théorème \4-S\ (3) est donnée par la propriété \4-6\ et la commutativ- 
ité du diagramme (4) est donnée par la propriété \4- 7| On interprète donc le 
morphisme f : Xw ~^ comme un flot. Lorsque v est une place archimé- 
dienne de K , la flèche i^ : By\r^^^^ Xw est vue comme une orbite fermée 
de longueur log{N{v)). Lorsque v est une place archimédienne de K, la flèche 
iy : -BvFfc(i,) ~^ 6si vue comme un point fixe du flot. 
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6. Schémas arithmétiques de dimension supérieure 

Soit X —7- Spec{'L) un schéma arithmétique réguher, connexe, plat et propre 
sur Spec(7j). On définit X^o := X(C)/G^, où X{C) est muni de la topologie 
complexe et X^o de la topologie quotient. On considère X := {X,Xoo)- Dans 
cette section, on met en évidence certaines propriétés partagées par le topos 
Weil-étale Xw défini dans [9] et le système dynamique conjecturalement associé 
à X. 

6.1. Le topos Weil-étale Xw Le site étale d'Artin-Verdier Et;^ est défini 
dans Le topos étale d'Artin-Verdier X^.^ est la catégorie des faisceaux 

d'ensembles sur le site Etj^. Ce topos est étudié dans [9j. On a un morphisme 
Xf>f — )• Spec{Z)^^. On définit alors le topos Weil-étale de X comme le produit 
fibré 



Xw := Xet Xg^^^^^ SpeciZ)^ 



dans la 2-catégorie des topos, où 5'pec(Z)^^ est le topos Weil-étale de 5pec(Z) 
utilisé dans la section précédente. La deuxième projection Xw 5pec(Z)^y 
induit un morphisme 



f;j^ : Xw ^ Spec{ï)y/ Bt>. 

Un point fermé x X fournit à nouveau un plongement fermé 

: Bw,^^, = S(R,R/log{N{x))Z) Xw 

de sorte que la composition f^oi^ : i^iy^j^) B^. soit induite par le morphisme 
canonique Wf.^^^^ — >■ M. 

6.2. Le topos 5(M, M;ç). Supposons que l'on puisse associer au schéma arith- 
métique X un système dynamique M_ç, de la forme décrite dans (|^ Dictionary 
4 , part 2). Le morphisme X — )• SpeciTj) induit en particulier une application 
continue M-équivariante M;ç ^ ^ gpec(Z) • déduit un morphisme 

fM^ : 5(M, M^) ^ 5(M, M^^) ^ B^. 

Une orbite fermée correspondant à un point fermé x & X fournit un plonge- 
ment fermé 

ix : Bw,^^^ = SiR,R/log{Nix))Z) 5(M,M;p) 

de sorte que la composition fu^i^ix '■ -Bw, , , — >• -Br soit induite par le morphisme 
canonique Wk(x) ^■ 

6.3. Structure du topos Xw au-dessus des points fermés de SpeciZ). 
Soit p un point fermé de Spec(7j). Il lui correspond un plongement fermé 



: Bw^^ = 5(M,M//o5(p)Z) Spec{Z)^. 

La fibre de Xw au-dessus du point fermé p € Spec{'L) est définie comme l'image 
inverse du sous-topos fermé Im{iv). Elle s'identifie au produit fibré 
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Alors on a des équivalences canoniques (cf. |9]) 

(11) ^S^)^ ^^F, -{^(^ ^p)et Xbj™ Bw^^ ^{X® ¥p)w 

Ainsi la fibre du topos au-dessus du point fermé p est équivalente au topos 
Weil-étale du schéma X 

6.4. Structure du topos 5(M, X) au-dessus des points fermés de S'pec(Z). 
Soit p un point fermé de Spec{Z). Il lui correspond une orbite fermée jp : 
M/log{p)7j — > M gp^^^^^ qui induit un plongement fermé de topos 

: Bw,^ = SiR,R/logip)Z) 5(M,M^^^). 

La fibre de l'espace au-dessus du point fermé p € S'pec(Z) (i.e. de l'orbite 
fermée 7p) est naturellement définie comme le produit fibré (d'espaces topologiques) 

Myp xm (R/loq(p)Z) = M^ xm Mp 

D'après ( |10) IV Proposition 5.11) on a une équivalence de topos 

On suppose à nouveau que le foncteur envisagé par Deninger existe, disons sur 
la catégorie des schémas de type fini séparés sur S'pec(Z) (cf. Section [3.4p . et 
qu'il commute aux produits fibrés. Alors on a 

M^«f^=M^xm^^Mf,. 

On obtient donc une équivalence de topos 

(12) S{RMxm,) ^ 5(M,M^) X5(K,M^^) Bw,^. 

Remarque 6.1. D'après le théorème \3.11\ on a de plus un morphisme du topos 
U^) . qui est la fibre de 5(M, M_ç) au-dessus de p Çi Spec{Z), dans le topos Ul\) . 
qui est la fibre de Xy/ au-dessus de p Çi Spec{'L). Ce morphisme 

d:S{R-Mxm,) {X(^¥p)w 
est compatible au flot, aux orbites fermées et au feuilletage (voir la section \3^ . 

6.5. Structure du topos Xw au-dessus de la place archimêdienne. Soit 
oo G Spec{7j) la place archimêdienne de Q. Il lui correspond un plongement 
fermé 

ioo : -Swfc(oo) = Bm. — > Spec{Z)y^. 

La fibre de X\\r au-dessus de oo est définie comme l'image inverse du sous-topos 
fermé Im{ioo)- Elle s'identifie au produit fibré 

Alors on a une équivalence 

(13) Xoo^W '■= Xw X gpee(Z) ,y " Sh{Xos) X B^. 

où Sh{Xoo) est la catégorie des (petits) faisceaux (i.e. des espaces étalés) sur 
l'espace topologique X^o- Ainsi la fibre du topos Xw au-dessus de la place 
archimêdienne oo est équivalente au topos Weil-étale Sh{Xoo) x B^. 
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6.6. Structure du topos 5(M, X) au-dessus de la place archimédienne. 

Supposons que l'on puisse associer un système dynamique M_:ç au schéma arith- 
métique X de la forme décrite dans f^. Le morphisme X — >■ Spec(7j) induit 
une application continue M-équivariante M;ç — )■ M ^^^^^^^ . On considère le point 
fixe rrioo € ^ spgc(z) correspondant à la place archimédienne oo. Il induit un 
plongement fermé de topos 



La fibre de l'espace au-dessus de cx) G Spec{Z) (i.e. du point fixe rriao) est 
le produit fibré M;ç Xm r- tUoc- On a une équivalence de topos 

•5(1^' m^) 5(M, M^) X5(m,m^) 



D'après ([7] Dictionary 4 , part 2), on indentifie les espaces M;p ^ 

Afoo avec l'action triviale de R. Alors on a 



.m. 



On obtient une équivalence 

5(M, M;e) X5(K,M5^) 5m - 5(M, A'oo) 
On a de plus un morphisme 

5(M, ;foo) ^ 5(^oo) ^ TOP{X^) ^ 5/i(;foo) 
et un morphisme de localisation 

<S(]R,^oo) := B^/y{^,Xoo) — ^ ^K- 
Par définition du produit, on obtient un morphisme 

5(M, ^oo) Sh{X^) X B^. 

Ces deux topos sont naturellement associés à l'action triviale de M sur l'espace 
Xqo. Ils ont la même cohomologie à valeurs dans un faisceau constant discret, 
mais ne sont pas équivalents. Une meilleure définition du topos associé à M;ç 
(on pourrait par exemple considérer la catégorie des faisceaux sur Vlp^ k valeurs 
dans T) devrait faire du morphisme (|14p ci-dessous une équivalence. 

Remarque 6.2. On a un morphisme canonique de topos 

(14) cS(M, -^oo) Sh{X^) X ~ X^^w 

de la fibre de 5(]R, M;p) au-dessus de oo dans la fibre de Xy\r au-dessus de oo. 



7. Appendice 

Nous montrons dans cette section comment le morphisme f : Xw ~^ B^, 
donné par le théorème 15. 1| permet de définir une action de M sur le topos 
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7.1. La donnée d'un espace topologique sobre Z équivaut à celle du topos 
Sh{Z) (cf. [lOj IV. 4.2). Nous donnons une version équivariante de ce résultat. 
Considérons un espace topologique sobre Z sur lequel un groupe discret G opère 
par automorphismes à gauche. On note 

r:GxZ^Z 

cette action, f : Z x G Z l'action à droite déduite de r. Soient Sh{G; Z) 
et Bq^ := g — Set les topos des petits G-faisceaux sur Z et sur le point {*} 
respectivement. Le topos Sh{G; Z) est équivalent à la catégorie des espaces 
étalés Z sur Z munis d'une action de G tel que la projection Z —?■ Z est G- 
équivariante. Une application continue G-équivariante u : Z ^ Z' induit un 
morphisme de topos 

Sh{u) : Sh{G;Z) Sh{G;Z'). 

Par exemple, l'unique application continue Z — > {*} induit un morphisme de 
topos 

f:ShiG;Z)^B'a"'. 

Théorème 7.1. Soit Z un espace sobre sur lequel un groupe discret G opère. 
Le topos Sh{G;Z) muni du morphisme f : Sh{G;Z) — > Bq^ détermine l'action 
de G sur Z à homéomorphisme G-équivariant près. Plus précisément, soient 
Z et Z' deux espaces sobres munis d'une action de G et soit a : Sh{G; Z) — > 
Sh{G; Z') un morphisme de topos au-dessus Bq^ . Alors il existe une unique 
application continue G-équivariante a : Z ^ Z' induisant a. De plus, a est une 
équivalence si et seulement si a est un homéomorphisme. 

DÉMONSTRATION. Si E est un G-ensemble, alors f*E est la projection ExZ ^ 
Z, où G opère diagonalement sur E x Z. Soit EG l'objet de Bq^ donné par 
G sur lequel G opère par multiplication à gauche. Alors on a une équivalence 
canonique 

Sh{G;Z)/f,EG~Sh{Z) 

Ce topos détermine l'espace Z à homéomorphisme près. On peut aussi retrouver 
l'action de G sur Z. Le groupe G opère (par multiplication à droite) sur EG 
dans Bq^. Comme /* commute aux limites projectives finies, le groupe G opère 
à droite sur f*EG dans Sh{G; Z)/ f* eg — Sh{Z). En particulier, un élément 
g € G définit un isomorphisme f*EG f*EG qui, par transitivité des topos 
induits (cf. jlO] IV. 5. 5), induit à son tour une équivalence 

~g : Sh{G-Z)/f,EG Sh{G; Z)/ f, eg- 

On obtient une action à droite de G sur le topos Sh{Z) ~ Sh{G; Z)/ f* eg^ 
donnée par le morphisme 

(15) p : Sh{Z) X G := ]J Sh{Z) Sh{Z) 

G 

Cette action à droite de G sur le topos Sh[Z) est l'action induite par r : on a 



p = Sh{f). 
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En effet, quel que soit g G G, on vérifie facilement que le diagramme de topos 

Sh{G;Z)/f*EG^^Sh{Z) 

Sh{G;Z)/f,EG^^Sh{Z) 

est commutatif. 

Soit Z et Z' deux espaces sobres munis d'une G- action (à gauche). Soit 
a : Sh{G; Z) — )• Sh{G] Z') un morphisme au-dessus de Bq^, i.e. tel que le 
diagramme 

Sh{G;Z)^^Sh{G;Z') 




commute. On obtient un morphisme 

(16) Sh{Z) ~ Sh{G; Z)/f*EG Sh{G; Z')/f.,EG - Sh{Z'). 

qui est G-équivariant au sens de (jlSp . D'après |10j IV. 4.2.3, il existe une 
unique application continue a : Z Z' tel que Sh{a) = a. De plus, a est un 
homéomorphisme si et seulement si a est une équivalence. Mais le morphisme 
de topos (|16p est équivariant, i.e. respecte l'action définie par (jlSp . D'après ce 
qui précède, cette action (à droite) de G sur Sh(Z) et Sh{Z') est induite par 
l'action à gauche de G sur Z et Z' . Il suit que a est G-équivariante. □ 

7.2. La preuve précédente donne aussi le résultat suivant. 

Corollaire 7.2. Soit Z un espace sobre muni d'une action r : G x Z Z . 
Le morphisme f : Sh{G; Z) — >■ Bq^ définit une action p à droite de G sur 
Sh{Z) ~ Sh{G] Z) X Set, et on a p = Sh{f). 

DÉMONSTRATION. On a 

Sh{G- Z) XBsjnSetc^ Sh{G; Z) xb^j^ B'J'/eg - Sh{G; Z)/f*EG ^ Sh{Z) 
On a de plus 

Sh{Z) X G ~ Sh{G; Z)/f*EG ^SetSet/c ^ Sh{G; Z)/f*EGxG 
et l'action p : Sh(Z) x G — )■ Sh(Z) est simplement donnée par le morphisme 

ShiG;Z)/f,EGxG Sh{G;Z)/j*EG 
lui-même induit par l'action à droite f*EG x G — )■ f*EG. □ 

La situation est la même au-dessus d'un topos de base arbitraire. Soit G un 
groupe topologique. On note encore G le groupe de T qu'il définit (on pourra 
plus généralement considérer un topos quelconque T dont G est un groupe). 
Soit de plus 5 — )• T un T-topos et f : S Bq un morphisme au-dessus de T. 
On note 

S -.= 8 XBaT o^S/f*EG- 
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Le morphisme / définit une T-action à droite de G sur le T-topos S. Cette 
T-action est donnée par le 7~-niorphisme 

(17) 5x^5(G)^5, 

et par des isomorphismes de transitivité rendant commutatifs les diagrammes 
d'une action. On note ici S{G) := T / g et on a Sx-j-S{G) ~ S/g- Le morphisme 
(fTTl) est induit par l'action à droite EG x G — )> EG. 

Le T-topos S muni de la T-action (I17p permet de retrouver le topos S et le 
morphisme S Bq- En effet, S est équivalent au topos de descente du topos 
simplicial 

(18) S xrS{G) xrS{G) S xrS{G) S 
car ce topos simplicial s'identifie à 

(19) S/eGxEGxEG <S/eGxEG <S/eg, 

via l'isomorphisme EG x EG ~ EG x G dans Bq, où G désigne l'objet de Bq 
donné par G avec l'action triviale. Le morphisme S ^ T induit un morphisme 
du topos simplicial p8p dans 

(20) t/gxg t/g r 

Le topos de descente de (I20p est Bq (car Bq/eg — T). Le morphisme du 
topos simplicial p8p dans (I20p induit un morphisme entre les topos de descente 
: on retrouve le morphisme S — )• Bq- On peut d'ailleurs montrer le résultat 
suivant par descente : la donnée d'un T-topos S muni d'un morphisme dans Bq 
équivaut à la donnée du T-topos S x^qT muni d'une T-action à droite de G. 

Dans le cas particulier où T est le topos des espaces topologiques, S{G) ~ 
TOP{G) est le gros topos de l'espace topologique G. Si de plus S = S{G,M) 
où G opère continûment sur un espace M, alors la T-action (I17p . déduite du 
morphisme S{G,M) — >■ Bq, est donnée par le morphisme S{M x G) — )• S{M) 
induit par l'action de G sur M. 
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